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ABSTRAK

Suatu graf G = (V,E) adalah pasangan himpunan terurut dimana V adalah
himpunan simpul tak kosong dan E adalah himpunan busur. Pelabelan graceful adalah
fungsi injektif f dari himpunan simpul V ke himpunan bilangan {0,1,2,....|E|} yang
menginduksi fungsi bijektif f’ dari himpunan busur E ke himpunan bilangan {1,2,....|E|}
dimana setiap busur wv € E dengan simpul u,v € V berlaku f(uv) = |f(u) - f(v)|, berseta
dengan variasi dan modifikasi pelabelan graceful. Ide dasar mengkonstruksi pelabelan
graceful dan pelabelan p pada graf 8-bintang berawal dari graf A-Bintang dan H-
Bintang[1l] yang kemudian disebut sebagai graf alfabet bintang dengan pertanyaan
bagaimana jika bilangan diberikan graf bintang S, yang kemudian suatu graf yang
dibangun dari 2 graf lingkaran dimana salah satu simpul dari graf lingkaran menjadi
pusat graf tersebut sedangkan simpul lainnya diberikan graf bintang S,. Pada makalah ini
diberikan Pelabelan Graceful dan rho topi pada graf 8-Bintang dengan C; untuk n genap.

Kata kunci: pelabelan graceful, pelabelan p, graf bintang, graf Lingkaran, graf 8-bintang.

1. Pendahuluan

Suatu graf G adalah pasangan terurut (V,E) dengan V merupakan himpunan simpul
(node) dan E adalah himpunan dari multiset yang terdiri dari dua elemen yakni elemen
V dan elemen E masing-masing disebut dengan simpul dan busur. Pelabelan pada suatu
graf pada dasarnya adalah memberikan nilai tertentu pada simpul dan atau busur yang
memenuhi aturan tertentu pula. Galian (2010) mencatat selama 50 an tahun terakhir
sampai data tertanggal 13 November 2010 terdapat 1198 artikel yang membahas tentang
bebagai macam pelabelan. [3]. Secara umum, Pelabelan graceful pada graf G(V,E)
adalah fungsi injektif f dari himpunan simpul V ke himpunan bilangan {0,1,2, ....|E|} yang
menginduksi fungsi bijektif f dari himpunan busur E ke himpunan bilangan {1,2,....|E|}
dimana setiap busur uv € E dengan simpul u,v € Vberlaku f” (uv) = |f(u) - f(v)|.

Pelabelan p adalah modifikasi dari pelabelan graceful yaitu fungsi injektif g dari
himpunan simpul V ke himpunan bilangan {0,1,2,....|E| + 1} yang menginduksi fungsi
bijektif g’ dari himpunan busur E ke himpunan bilangan {1,2, .... |E|} dimana setiap busur
uv € E dengan simpul u,v € Vberlaku g’ (uv) = |g(u) - g(v)|.[1,2,3]

Graf lingkaran (cycle) dengan panjang n adalah graf dengan n simpul vy, vy, ..., v,
dan busur v,v,,V,V3, ..., Vp_1Vpn, Y, V1. Pada Gambar 1.1 diberikan contoh graf lingkaran Cj,
C,, Cs.

C3
Gambear 1.1 Graf Lingkaran (cycle)

Graf bintang S, adalah graf yang dibangun dari satu simpul pusat kemudian
menambahkan sejumlah simpul daun pada simpuls pusat tersebut. Graf bintang memiliki
n+1 simpul dan n busur (Choudum & Kishore, 1996).
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Gambar 1.2 Graf Bintang

Graf bintang merupakan sub kelas dari graf pohon, karena graf bintang tidak mempunyai
subgraf lingkaran.

Graf 8-bintang dengan unsur pembangun C; (Gambar 1.3) adalah suatu graf yang
dibangun dari 2 graf lingkaran C; dimana salah satu simpul dari graf lingkaran C; menjadi
pusat graf tersebut sedangkan simpul lainnya diberikan graf bintang S,,.

Gambar 1.3 Graf 8-Bintang dengan C;

2. Metode Penelitian
2.1 Pelabelan Graceful Pada Graf 8-Bintang
Pada bagian ini akan diberikan konstruksi pelabelan graceful pada graf 8-Bintang.

Teorema 2.1 Graf 8-Bintang dengan C; memiliki pelabelan graceful untuk n genap
Bukti. Misalkan notasi simpul graf 8-Bintang dengan C; diberikan pada Gambar 2.1

Gambar 2.1 Notasi Graf 8-Bintang dengan C;
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Pada Gambar 2.1 diatas terlihat bahwa himpunan simpul graf 8-Bintang adalah
{coyomrCay v, 08,2, L 02 V3, L, 03, v, ., v}, dan himpunan busur graf 8-Bintang adalah
{coC1,€1C2, €2C3, C3Co, CoCay C4Cs, C5Cey CoCop CLVL, ey CLUE, CoV2, oty Co V2, C3VS, o, €3V, CuVF, o, CaV )
sehingga banyaknya elemen V dan E masing-masing adalah |V| =4n + 5 dan |E| = 4n + 6.

Didefinisikan pelabelan dengan mengunakan notasi f untuk simpul sebagai berikut :

flep)=n+1 2.1
fler) =0 (2.2)
flc) =3n+6 (2.3)
flez)=n+2 (2.9
f(c,) =3n+5 (2.5)
fH)=4n+6-1i; i=L2.,n (2.6)
fw?) =1i; i=12...n 2.7
n+2+2i i=12,..,~n
fwd) = . 1 1 2 (2.8)
n+ 3+ 2i; l=5n+1, 5n+2,...,n
n+1+2i; i=12 .., n+1
fi) = , L @9
n+ 2+ 2i; l=;n+2,...,n

Pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (2.1)-(2.9), melabelkan setiap simpul
anggota graf 8-Bintang merupakan pemetaan injektif dari V ke himpunan {0,1,..., |E|}
Setiap busur uv € E diberikan label dengan pelabelan f', yang diinduksikan oleh pelabelan
simpul melalui persaman f'(uv) = |f(u) — [f(v_))| pada graf 8-bintang yang dinyatakan
sebagai berikut:

f(coe) = 1f(c) = fle)]l =1 (+1) =) =1 n+1| (2.10)
f () =1f(c)— flex)l =1 (0)—Bn+6)| =|3n+6 | (2.11)
f(cac0) = 1f(c) — flco)l =1 Bn+6)—(n+1) = |2n+5] (2.12)
f'(cocs) = 1f(c) = flex)l =1 (n+)—(n+2)| =11| (2.13)
f(eses) = 1f(c3)— fle)l =1 n+2)—@Bn+5)| =] 2n+3 | (2.14)
f(caco) = 1f(c) = flco)l =1 (Bn+5)—(n+1)| =12n+4 | (2.15)
frev)) =1flc)— fHDlI=10)-@n+6—-il=]4n+6—1i|; i=1,2...n (2.16)
Fev?) =1f(c)— fFWH)l=1@Bn+6)—il=|3n+6—il; i=1,2..n (2.17)

Oleh karena f(v?) mempunyai dua kondisi seperti persamaan (2.8) maka nilai
busur yang bertetangga dengan simpul f(v?) dapat dinyatakan sesuai yang disebutkan

pada kondisi persaman 2.8 yaitu untuk i=1,2, ...,%n diperoleh persaman (2.18) dan

untuk kondisi i = %n + 1,%11 + 2, ...,n diperoleh persamaan (2.19) dibawah ini:

flesvd) = |f(e) = fFWR)| =1 +2) — (n+2+20)| = 2i; i=12, %n (2.18)
flleav) = If(c) = fW)| =1 +2)—(+3+20)| =2i+1; i=sn+1L-n+2.,n (219

Hal yang sama dilakukan untuk memperoleh f'(c,v}) dengan kondisi yang
dinyatakan pada persamaan (2.9). nilai busur f'(c,v{") seperti pada persamaan (2.20 - 2.21)
berikut:

1

fleav®) =1f(c) — fWHD=1Bn+5)— (n+1+2i)| = 2i; i=12.,5n+1 (2.20)
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) =1f(ca)— fWHI=1Bn+5)—m+2+2)|=2i+1; i= %n +2,..,n (2.21)

Berdasarkan pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (2.1)-(2.9) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan sub himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E|} dan selalu tidak memuat pelabelan simpul 2n +4 dan 3n + 4. Kemudian
pelabelan f’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul f, memberikan nilai yang berbeda pula
pada masing-masing busur seperti pada persamaan (2.10)—(2.21) yang merupakan
himpunan bilangan {1,2, ..., |E|}. Berdasarkan hasil diatas, maka f merupakan pelabelan
graceful pada graf 8-Bintang dengan n genap. m

3. Hasil
3.1 Pelabelan j Graf 8-Bintang dengan C; untuk n genap

Pada bagian ini akan diberikan konstruksi pelabelan p pada graf 8-bintang. Akibat
3.1. Graf 8-Bintang dengan C; memiliki pelabelan p untuk n genap. Bukti. Misal notasi
graf 8-bintang dengan C; ditunjukkan pada Gambar 2.1

Menggunakan cara yang sama pada pembuktian graceful pada Teorema 2.1 dengan

mendefinisikan pelabelan simpul g = f seperti persamaan (2.1)-(2.9) dan pelabelan busur
g (uv) =|g(u) -g) | dimana uv € E dengan u,v € V diperoleh pelabelan simpul dari graf
8-bintang ke subhimpunan bilangan {0,1,2,...,|E| + 1}, dan pelabelan busur dari graf 8-
bintang ke himpunan bilangan {1,2,...,|E|}. Jadi graf 8-Bintang dengan C(; memiliki
pelabelan p.m

Berikut ini diberikan contoh pelabelan graceful untuk graf 8-bintang

Gambar 2.3 Contoh Graf 8-Bintang dengan C;

4. Simpulan

Pada makalah ini telah diberikan kontruksi pelabelan Graceful dan pelabelan p pada
graf 8-Bintang yang dibangun dari 2 graf lingkaran dimana salah satu simpul dari
graf lingkaran menjadi pusat graf tersebut sedangkan simpul lainnya diberikan graf
bintang S,,. Lebih umum dapat dibuktikan bahwa graf 8-Bintang memiliki pelabelan
graceful dan pelabelan j.
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